ESI(ex-INI) / Septembre 2009 21 /| MATH2
Un corrigé de ’épreuve de rattrapage

Exercice 1: ( 3 points )
Détermier les nombres réels strictement positifs a, b, et c tels que ellipsoide
d’équation

x2 y2 22

Sttt =1

passe par le point (1,2,2) et que son volume V (V = 4mabe) soit minimal.

Corrigé:

(1pt) Pour trouver les parametres a, b, c requis, on étudie les extrema liés
de la fonction f / f(a,b,c) = 4mwabe sous la contrainte g(a, b, c) = 0 ot

1 4 4

g(a,b,c) = ¥+b72+672 —1.
Remarquons au préalable que vu la nature géometrique du probleme, il y aura
un minimum et pas de maximum.
(2pts) Utilisons la méthode de Lagrange, on résoud le systeme suivant:

4bc——3:O 3
5 2a°bec = A
3_
V(420 (abe)=0 _ | dac— 5= ach? =2\
(abc):O A A A abc3=2)\
g\a,o, 4ab — - = 1 4 4 —q
14 4, 2 ptaT
Stmta=
De (1) et (2) on aura 4a3bc = ach?®, i.e. 2a = b
De (2) et (3) on aura ach® = abc? ie b= cet donc b=c=2a.

En remplacant dans (4) on aura a? = 3, i.e. a = /3.

On en conclut que (a,b,c) = (\f 23,2 \f) et V = 48/3r.
Exercice 2: ( 3 points )
Soit le domaine D de R? défini par
1
D:{(w,y)6R2/y>—2m, y > 222y <a?+1, m<2}‘

Représenter géométriquement le domaine D puis calculer son aire.

Corrigé:
(1 pt) Représentation graphique:
Points d’intersection: { 7 _ _23: s 7)) = Y ()= 0 :
Yy =2z Y 2 Y 0

s = 0)-G) s < ()= (%)

~ o~~~
w

>



Fig. Représentation du domaine D

y=x3+1

(2pts) Calcul de l'aire de D: On a Aire (D) = [[ dzdy.
D

D’aprés le graphique,on a D = {(a:,y) €ER?/ —1< z2< %, or)<y<a?+ 1} oll

(@) = —2x si —1< z2<0
PI=9 222 s 0< xﬁ%

1/2 (2241
D'aprés le théoreme de Fubini on a Aire (D) = [ < I dy) dz, i.e.
—1 \¢(=)

0 [x241 1/2 (2?41 0 9 1/2
Aire(D) = [ ( J dy)d:l:—FOf ( i dy)dxz_fl(x—i-l) dx—|—0f (1—a?)dx

—1 —2z 222

1 11 19
D’ot Aire(D) = -4+ — = —.
on  Aire(D)=3+51=5
Exercice 3:( 3 points )
Etudier, selon les valeurs du paramétre réel a,la nature de la série numérique

n2a
L
a™ +logn
n
n2a
Corrigé: Posons U, = ——, U, > 0.
a” 4 logn

Cas 1: 0 < a < 1(1.5 pts)
a™ a™ n2a
On a o™ +logn = (logn) (1 + ) et lim =0douU, ~ ;

logn n—oologn +o0 logn’



n2o¢

or = 400 car o > 0 (Croissances comparées) et donc lim U, # 0

im

n—-+00 log n n—-4oo
d’oti la divergence grossiere de > U,,.

n

Cas 2: o > 1(1.5 pts)

1 1
On a a” +logn = a” (1 + ogn) et lim 2" — ¢ (Croissances comparées)

am n—oo
3N n>® 2a,(— log a)n b 2a ,—(log a)n
d'ott U, ~ —— =n**el71989n; or la série ) n**e” 8¢y car loga > 0.
+oo « n

2c 2c
n n
On adonc U, ~ — >0, Y. —cv, d’ou la convergence de Y U, (CE).
+oo an n an n
On en conclut que Y U, cv ssi a > 1.
n

Exercice 4: ( 8 points )
Soit la fonction F définie par l'intégrale généralisée

+o0 1 2 t2
F(a:) = / Mdt, z > 0.
0 1+¢2

1) Montrer que F est continue dans RT.
2) Montrer que F € C* (R%) puis calculer F'(z) pour z > 0.

1
3) Calculer F(0) (Considérer le changement de variable u = g)
4) Déduire de ce qui précéde expression de F(z).

log(z? + 2
Corrigé: Posons f (z,t) = M, (z,t) € Rt xRY.

1+ 2
(2 pts) 1) Continuité de F :
On a f continue dans RT xR
Soit o > 0, voyons la cv uniforme de f0+oo f(z,t)dt dans [0, ] .

2 2
7 1+¢2 1+ |~ 142 1412
logt| log(l+ 2
) <28 O o

2
llogt| log(l+ =)
Posons g (t) :21+t2 e

Pben 07 et +o00 ,
t
(0.5pt ) AuV(0) : g (t) > —2log t—&—log(l-i—%;) = —4log t+log a®+log (1 + a?)

et montrons la convergence de 0+°° g (t)dt.

2
log a? + log (1 + 2)
a

= —4logt | 1
8 + —4logt

~ —41 ;
5 ogt > 0;

(0.5 pt) Au V(4o00) : g(t) = 2

logt 1+10g(1+%22) 2logt
142 logt +oo 1412 +oo

logt
2988 - .
t2



c o logt
Comme fo log tdt et f;,r Z—%

cv par le critere d’équivalence.
(0.25 pt) On a donc |f (z,t)] < g (t) dans [0,a] x R tel que f0+oog (t)dt cv,
ce qui assure la convergence uniforme de f0+°° f(z,t)dt dans [0, ] ..

(0.5pt) CCL: On a f continue dans RT xR, et 0+O° f (z,t) dt cv uniformément
dans [0,a], a > 0 qcq, alors F est continue dans RT.
(1.75 pts) 2) a) Dérivabilité de F' dans R*, :

of 2z

LRE xRT) et == (z,t) = .
JeCHRLXRY) et 50 (@) = Ty o 5 )
Soit e, > 0, vérifions la convergence uniforme de 0+OO 9z (z,t) dt dans [o, 3] :

x
of 24
- < I.(o.
(z,t)| < 70 (@8 pour (z,t) € [a, 5] x RF.(0.5 pt)

dt cv (intégrales de Bertrand) alors f0+°° g (t)dt

On a o

23 . \
Posons h (t) = 010 (@10 >0, f0+ h (t) dt admet un probléme au V(+00) .

2 oo dt .
On a h(t) ol t—f, f:r t—4dt cv (Rieman), i.e.

"% 1 (1) dt cv (CE). (0.5 pt)

< h(t) dans [o, 5] x RY et 0+°° h(t)dt cv, d’ou la con-

vergence uniforme def+oo of (x,t) dt dans [, 5] .(0.25 pt)

O Oz
(0.5 pt) CCL: f € C' (R%. x RT) et 0+°O ? (z,t)dt cv uniformément dans
x

[, 3], or a et 3 sont quelconques dans R} alors F' € C! (Ri) et on a

On a donc

of
% (x7t)

F’(x)—/+ooaf(x t)dt pour z >0
o 0 8x ’ P '

[+ 2z
BT
Pour z # 1, on décompose la fraction rationnelle: (1 pt) On cherche a,b,c,d /

(2 pts) b) Calcul de F' (z) : On a F' (x) dt.

2x at+b ct+d

O+ @+8) 1+ @+

Comme il y a parité alors a = ¢ = 0.

2 d d
At=0,onaurab=—— —etat=1,onaurab=2 . .
x  a? 2+1 a2+1
S't2 d 2z 2d d d 1 2 2 2x
0oit — — — = ———— — ——— ce qui donne - — | =———=
r 22 2241 z2g1cd 2 (22 +41) x x2+1

o d 1—a2 2z dot
ie. = U
22 (22 4+ 1) 2 (22 + 1)’
2z 2z 2 —2x af 2z -1 1
d= b= 1- = t 2L (1) = .
1—x2’ x2+1( 1—x2) 1—a2 © 8x($7) 1— 22 ((1—|—t2)+(x2+t2))

Fray= 22 (L b g 2 dretgt + Laretgt]
x)=—— = —Are —Arctg:
=20 e T @ -2 gt Aty |




Onadone F'(x) == 5 T (-a)= % pour z € R\ {1}.(1 pt)
—x
Cette égalité reste valable en x = 1 grace a la continuité de F’ en x = 1. (0.5

pt)

logt
(1 pt) 3) Calcul de F (0): On a F (0) = 2f m.dt.
1 1
On pose u = —, d.e. dt = _171;’ on aura F(0) = —2f0+oo 1+052u) sdu, 1.e
F(0) = —F(0) et donc F (0) = 0.

(1 pt) 4) Déduction de 'expression de F' (x) pour z > 0 :

On a F' (z ):H%pour:c>0doncF(a:):wlog(1+x)+0pourx>0, C

étant une constante.
Par ailleurs, F est continue dans R* donc F (0) =0 = lirr})F (x) =C. D’ou
xr—

F(z) =mlog(1+ x)

Exercice 5:( 3 points )
Soit la fonction 2m-periodique paire définie dans [0,7] par

T si0<zx<1
f(x)—{ 0 sil<z<m

Développer | en série de Fourier ( Calculer la série de Fourier et étudier sa
convergence).

Corrigé:

Sur [0, 7], la fonction f est continue par morceaux (polynomiae sur [0, 1] et sur [1, 7))
et elle y est bornée (0 < f(z) <1), il en sera donc de méme sur [—m,n| par
parité; de plus elle est monotone par tranches; on en conclut que f admet une
série de Fourier F(f) qui converge simplement dans R vers f. (1 pt)

a
La série de Fourier associée & f est de la forme F(f) = —+ Z (ay, cosnz + by, sinnzx) ,

2
2
f étant paire alors b,, = 0 (0.5 pt) et a,, = = [ f () cosnx dz = *fo x cos nx dz.
T T
21 1
On aag = ffoxdzf; 5:;(0.5 pt)

Pour n > 1, on procede par IPP:

. 1 u' =1
1 sin nx 1 .1 . U= .
Jo xcosnzdr = |z —— [, sinnz dz. | = sin nx
noJ, n v/ = cosnz v =

n
sinn 1 1 sinn  cosn 1
=— + 3 [cosnzx], = +— - ﬁ.(lpt)
. 1 2 (sinn  cosn 1 1 2 sinn  cosn 1
ie. ap=—, an:ﬂ( - + 3 _112> et F(f):27T+7fn2>:1( - +n2—n2>cosmc.
& Saha aidkom
N. ZAIDI



